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Nota

e Esta prova é composta por 10 questdes. Certifique-se de que todas as questdes estdo legiveis. Preencha as informacdes requeridas no topo desta
péagina e rubrique cada uma das folhas da prova, no alto a direita.

Boa prova!

As questoes 1 e 2 sao de resolucao obrigatoria

. Responda as questoes abaixo.

(a) Enuncie e demonstre o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

(b) Seja f uma fungao a valores reais Lebesgue integravel. Entao segue que f? é integravel?

. Seja X = C[0,1] o espago de Banach das fungbes continuas f: [0,1] — R com a norma

| f]l = supye(o ) [ f(¢)]- Considere T': X — X o operador linear dado por

(T)(t) = /0 f(s)ds para t € [0, 1].

(a) Mostre que 7' é limitado e encontre ||T]|.

(b) Mostre que T' é compacto e nao possui autovalores.
()
(d) Notando que R(T) = {f € C'[0,1]: f(0) = 0}, encontre T~*: R(T) — X.

(e) Considerando em R(T') a norma induzida de X, 7! é ou nao limitado?

Mostre que T ¢ injetor.

Sugestdo: para a conpacidade de T, utilize o Teorema de Arzela-Ascoli.

Escolha agora 5 dentre as préximas 8 questoes

. Dé um exemplo de um operador compacto T': H — H nao-nulo sobre um espaco de Hilbert

H com espectro o(T") = {0}. Mostre que um tal exemplo nao existe se 7' é auto-adjunto.

. Mostre que num espago normado X de dimensao finita, quaisquer duas normas sao equiva-

lentes.

. Enuncie, com todos os detalhes, o principio da limitacao uniforme. Use este principio para

mostrar que toda sequéncia (x,) em um espago normado X (sobre R) que é fracamente
convergente é necessariamente limitada (em norma).
Sugestdo: considere a familia de aplicagoes Ty: X' — R, f — f(z,) e aplique o principio da limitagdo

uniforme.
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Sejam agora X,Y espacos normados e T: X — X um operador linear. Mostre que T é
continuo (em norma) se e somente se 7" é fracamente continuo.

Sugestao: use o fato anterior sobre limitagdo de sequéncias fracamente convergentes.

. Mostre que um subespago ¥ C X é fechado (em norma) se e somente se Y é fracamente

fechado. Explique os resultados que utilizou, enunciando teoremas caso necessario.

. Mostre que o espaco dual de ¢y pode ser identificado canonicamente com [;, ou seja, tem-

se um isomorfismo de espagos de Banach ¢, = ¢;. Usando esta identificagdo, vamos munir
¢y da topologica fraca™. Mostre que a sequéncia (e,)nen consistindo dos elementos e, € [y
definidos por e,(m) = 6, (“base canonica”) converge fraco® para zero. Considere agora o
operador linear T': [; — Iy definido por T'(z,,) = (D, @n)e1. Mostre que 7' é limitado mas néo
é fraco*-fraco™ continuo.

Sugestio: use a sequéncia (ey,).

. Suponha que T': H — H ¢ um operador compacto auto-adjunto sobre um espago de Hilbert

H de dimensao infinita. Mostre que se o espectro de T' ¢ finito entao 0 é um autovalor de T'.

. Prove que um operador T': H; — Hs entre espacos de Hilbert Hy, Hy é compacto se e somente

se T pode se aproximado (em norma) por operadores de posto finito de H; em Hs.

. Seja f:(0,1) — R uma fungao Lebesgue integravel e defina

g(x) :/ @dt, z e (0,1).

Mostre que esta férmula define uma fungao g: (0,1) — R que é Lebesgue integravel e vale

/Olg(a:)daf _ /Olf(x)dx.

Sugestao: Aplique os teoremas de Tonelli/Fubini.



