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Q1- (25 pontos) Sejam f ∈ C2
0 (R3), g ∈ C1

0 (R3) e u(x, t) uma solução de

utt −∆u+ u3 + α ut = 0, em R3 × (0,∞)

u(·, 0) = f(·) em R3,

ut(·, 0) = g(·) em R3,

com

Cm
0 (R3) =

{
f : R3 → R : f ∈ Cm, supp (f) compacto

}
.

Prove a propriedade de velocidade finita de propagação, isto é, que
u(x, t) = 0 se |x| ≥ t + R, onde R > 0 é tal que supp (f) ⊂ B(0, R) e
supp (g) ⊂ B(0, R). B(0, R) denota a bola aberta em R3 com centro
na origem e raio R.

Q2- (a) (5 pontos) Seja α uma constante positiva. Use que∫
Rn

e−|y|2 dy = πn/2

para mostrar que∫
Rn

e−α|y|2−i y·x dy = (2π)n/2
1

(2α)n/2
e−|x|2/(4α).

(b) (15 pontos) Seja f ∈ C(Rn × (0,∞)) uma função dada. Obtenha
uma representação expĺıcita para a solução (para t > 0) de

ut −∆u = f(x, t) em Rn × (0,∞)

u(·, 0) = 0 em Rn.

(c) (5 pontos) Mostre que a solução obtida atende o dado inicial, ou
seja, que u(t) → 0 quando t → 0+.

Q3- (25 pontos) Seja Ω ⊂ R2 domı́nio limitado e u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) uma
função que satisfaz ∆u ≥ 0 em Ω. Prove que

max
x∈Ω

u(x) = max
x∈∂Ω

u(x).
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Q4- Seja Ω ⊂ Rn aberto com 0 ∈ D. Seja f ∈ C(D;Rn) com f(0) = 0
e suponha que existe uma função V ∈ C1(D;R) tal que V (0) = 0,
V (x) > 0 para x ̸= 0 e seja

V̇ := (grad V (x), f(x))Rn , ∀x ∈ D.

(a) (10 pontos) Mostre que se V̇ ≤ 0, então a solução nula de

du

dt
= f(u(t))

é estável.
(b) (5 pontos) Indique que condição adicional devemos impor para
que a solução nula seja assintoticamente estável.
(c) (5 pontos) Indique que condição adicional devemos impor para que
a solução nula seja exponencialmente estável.
(d) (5 pontos) Apresente uma aplicação de algum desses resultados.


